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BAR |

FENDAHLLLAN

Salah satu yang dipelnan dalam Matematika adalah tentang Matemalika Dskm,
vang didalamnya mempelajari tentang ol grafl Teord praf sanpgat berguna untuk
mengembangkan model-model berstrokior dalam berbagai situasi.  Struktur-struktur
yeng terdm atas kumpulan objck-obiek vung berkmlan sao camw bun dapat diboat
mdelnya dengan sebaah graf.

Walaupun graf telab dipelysn orung  sepak  dule, pengpunaan  teknabopl
kompuater yang makin berlambah lelah membangkithan minal bar untuk menpelajar
gral Aplkcas gral ludak hanys telah dremukan dulam samy kompuler, mebunkan juga
di bidanp, lainnya scperti dalam bisnis dan sains, Scbagai konsckucnsinya, studi tenlang
gruf menjadi penting bagi banyvek orang,

Dabam leof gral telah dipelajan tentang konsep desar teon gral, pohon dan
cnumerasi dan pohon. Enumerasi dan pohon nwrupakan salah satu bagian dari
eruunerass dar grafl Enwnerasi dar pohon sebagal pambaran dalam menghiiung pohen
berlabel maupun tanpa label dengan menggunakan fungsi pemnbangkil dan heberapa

cara etmerasi Linnya.



BAR 11

MATER] PRASYARAT

teberapa materl yang perlu diketzhun terlebah dahuele schelom mempelajan
ettumerasi dar pohon anlara Bin
l. Definisi Graf

Untuk memahami teon gral kita perlu mengetahui beberapa notasi dan
temminalegi yang digunakan,

Sebuab praf (¢ adalah sebuah hempunan terhinges yang 18k kosong yarg memiuat
abjek-objek {(discbut titikfvertek), dan kumpukan pasangan lak uroc antara Vitik-titik
yarg berlwinan, yang disebut s, Himpunan Gtk dan grafl G dilulis dengan V().
Himpunan sisi deri G dinyatakan dengan E(G).

Chraf Japat dinyatakan dengan diapram Tiap titte digambarkan dengan seheah
niokiah atag lingkaran kecil dan tiap sisi dwyatakan dengan sepnen gans atau kurva
vang menghubungkan 2 ek yang berlainan,

Jika u dan v adalah itik-tilik pada graf (i, meka sebuah sis ¢ — {iLv) dikataken
menphubungkan ik v dan v, Disebuot jugs wtik o berdekaland'ajasen dengan titik v,

Perhatikan pambar berikut:
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2. Graf Bagian
H adalah subgraf atau graf bapian dari graf' G, jika sctiap titik H merapakan titik
G dan setiap sisi H jugs merupaken sisi dan G, Nowsinya adalah 1 G
Conloh:

Fada gatbar berikut H adalah graf bagian dari G

A4

1. Terajat Titik
Derajat schuah titikk ¥V pada Grafl 4, yang dinyalakan dengan degg(v), adalah

banyaknya sisi pada (G yang nskden tethdon v, Derajat runimom dan graf &
dingteskan dengan G} dan derajal maksimummea ditulis dengan A{G),
Pade gral’ dibawah ini dapat kita ketahui bahwa

depgg(a} = dega(b) = degale) ~ degold) - 3

degaled = degalf) = degaig) =4
sadangkan

S{Gy=Tdan AOY= 4

a




4. Gral Sederhanz

Citaf sederhana adalah graf yang tak mengandung sisi rengkap dan loop.

Comntoh:
lcowp
- 515 TAngiap
gral Sederhana Gral1ak Sederhana
Tearema:

Misale = |E(Gy | danv = | V(G |, Jika G pral sederhana maka 55[:]_

5 Gral lsomorfik
Sebuah graf & disebul fsomorflk werhadap prafl H jika lerdapal pemetaan satu-
saju 4 { yang diebur somorhsme dun WG pada VIH) dermokian scehingga ¢
tenfpaga ajasensi). Jadi {uwvy € E(G) jika hanya jika { $(u), d(v) ) < E(H). Jika &
teamnrfik terhadap . kita telis G = 11

Dalam coploh pada pambar benkut, Goisomorhk erhadap H.

| C



6. Graf Terhubung

Sebuah graf disebut rerhubung jika gral tersebul hanya terdin dari satu bagian
[=mtu komponen). Komponen dart O ditihi=s (),

Conoh:
m“ - k
G adalah gral erhubung H adalah graf tak 1erbubung

7. Barvisan Derajat

Dergat 100k dan swnu gl dapat dinyalakan dalam suatu bansan yang tidak

naik.
Contoh:
d
b
€
d b
Harisan litikeya; 4,3,2,1. Barisan tiliknya: 5,5.4.2.

5. Coraf Lenghap
Schuah praf G disebu graf kmgkap jika seliap (itiknya ajasen dengan semua btk
lainnya pada . Graf kengkap yang berordo a dinolasikan denpan k. Pada sebuoah

aln =1
2

graf kenghap berlaku [0G) = dengan n sdalah jurnlah tik,



Contah,
k] Il:'--I k5

9. Lraf Berarah dan Graf Berlabel
(iaf berarah adslah himpunan vang mempemyai clemen Uik dan pasangan
terurul antara dua titik yang discbut busur, Himpunan Gtk dinolasikan dengan V()
dap himpunan busur dinotasikan dengan A{G).

{ontoh:

Digral lanpa label Crigraf dengan label

1{. Fohom
Grafl terhubung yang 2k mengandung siklus dinamakan pobon.
Contob :

Pohon yang terdiri sias 5 itk dan 6 ik



Datam sctiap pohen berlaky -

s Seliap pebon dengan &2 2 itk mempunyal paling sedikr 2 uik menovalen
fantik berderajat 1)

b. Jika titik mooovalen dan sisi insiden dihapus dan pohon, diperokeh graf’ masih
pohon.

e. Diberkan pohon T, jika kita memasukkan tilik baru & dan sisi baru berhubungan

dengon ¢ ke suatu tilik dari T, graf baro juga merupaken pohan.

11. Pahon berakar
Pohon berakir adalah praf besarah (digmaf) T vang memenuhd dua gyaral:
a. Biln arah sisi-sizi pada T diabaiken, hasil praf tidak berarahnys: merupakan
sehuah pobon, dan
b, Ada utk R scdemikian hingga derajat masuk R adalah O dan derajat masuk
. sembarang ttik |aineya adelaky 1.
Titik R ini disebut akar dari pohon berakar itu,
Conloh:
Graf pada gambear 2 adalah pohon berakar dengan akar A, kareta
1. bila wrah pady sisinya diabaiken, graf hesiloys memepakan pohon, dan

2. A berderapal masuk 0, dan semua 1k Lo berdermat masuk 1.



Caru biasa unluk menggambarkan goaf ity ditunjukkan pads gambar b.

Crambar & Gambar b
LY. Persamaan Binomial Newton
(a+#)" = Z[:J a* st 1 bilangan hulat pasiif.
k=g

11. Deret Maclawrin

1 L] 4
|J'I:l:1!.t}=.:'—%i;; —IT-i-m | =1,

—-_n



BAE 111

ENUMERASI DARL POHOMN

A. TIPE-TIPE DARI ENUMERAS]

Sermua reasalah envrerast graf tergolong dalam 2 kategom:

1. Menghitung banyaknya graf berarah dan tipe-1ipe 1erieniu.

Contoh: Semua graf {erhubung.
Crral sederhana dengan B ek,

2. Menghitung banyaknya praf bagian dari tipe-tipe kbusos yang diberikan graf G,
sedemikian hingpa hanyaknys linlwsan sisi @k terhubung dengan panjang k antara
titik a dan b dalam G.

Tipe kedus day pasalsh hizsa lernasok pambarae maicks dan praf G dan
memanipulasi dan matriks tersebol. bMaks permasalshannya, sermg diteroukan parda
apltkasi praktis, tak ada variasi dan hal yang merark seperii kategori pertama. Kita
lidak akan mempermasalahkan hal 1crsebat o7 bab mi,

Permasalahan dari tipe | ialah pada kata “perbedaanbeda™ yang mungkn
penting dan harus dimengerti sepelas-jetasnya, Jika graf berlabel (antara lein masing-
masing ik hertanda‘dilandai sebuah nama berbeda dengan yang lainnya), maka serua
iral dapat dibitung. Ti lain pihak, dalam kasus graf 1ak berlabel kata “beda™ beranti non
isamorfik dan setiap himpunan praf somocfik dapst dihineng memjadi sato.

Schagal contoh, kita Icniukan permasalahan mengenal konlruksi semua graf

sedderhana dengan o tidik dan e sisi. Maka terdapar nin-1)/2 pasingan 16k 1erurul dad



titik. Jika kita lihat 1itik-titik yang berbeds nama dari vang lin {antara lain pada graf
bertabel) maka ada

Can -1
2 (L
v F

cara memilib ¢ sisi ke beniuk grall Schingga pemyataan (17 mengntukan banyaknya graf
berlabel sederhana dengan n vitik dan e sisi,

Beberapa gral demikien, adalah samoeftk (derf perseps: yanp sacnn untok seliap
Landa di sctiap ik}, Sedemikian hingga hanyvaknya gral thk berlabe] sederhana dengan
n titik dan ¢ sisi hars kebih kecil dari pemyataan (1]

Diantars kumpulan graf, somorfe adefah relas ckwivalen. Beamaknya gral
tanpa label berbeda (dan tipe lerlenlu) sama dengan banyaknya kelas ekuivalen, dalam
samorls, dan gral berlabel.

Conloh:

Kia memiliki 16 pahon berlsbel btwrhedy dari empat tindk (gambar ). Dan gambar
terschul masuk ke dua kelas ckuivalen yang bersithl isomorfis. Pada panibar tersebud 4
potion de barisan puncak lermasok pada <oty kelas ekvivalen dan siamym 17 termasok
paita kelas vang lan, Maka kita memuliki dua pohon tak berlabel vang berbeda dar

enpal Ltk {(pambar 2.
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{Zambar 1
16 pohon berlabel dari 4 ik

Gamibar 2
Fohon lanpa [nbe] dengan 4 titik

TEOREMA 1

x1a-1

Ranyaknya gral berlabel scderbana dan nitik adalah 2 7

perrn I
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Bekii:

Mizalkan n banyaknya Gtk dan e banyaknya sist. Pada gral scderbuna dengan n itk
berlaku e 4in{n-1). Beranti gral sederhana berlabel dengen n Gk, banyaknya sis
adulah 01, 1, 2, 3, ..., Ya{w—1%. Berdasarkan pernyataan 1), maka banyaknya graf

sederhana berlabel dengan ntitik dan 0, 1, 2, 3, ... . 1a{ -1} 5151 adalah

[;]+[TJ+[3]+[;J*"'*[gn{:nl ] )

Dengan menggunabkan identitas berika

B RN R A T

maka diperokch

[;]+[’1’]4[2]4{‘;]+ ...+[%ﬂ{: __“]=;m:"1 |

Sehingga membukbkan uwhontma

& MENGHITUNG POHON BERLABEL

Permyataan (1} dapat digunakan uniuk memperoleh banyaknya gral sederhana
Jengun nofilik dan n-l ossi. Beberaps diataranve menjadi secbush pohon dan yang
lainmya mwenjadi grat’ tak ferhubung dengan sirkwmil Kita buktikan leoremas 2 yang

memberitan baryaknya pohoo.

TEQOREMA }

Banyaknya pobon berlabel dengan n iitik adalah »"° {deagann = 2}

(s



Bukti:

Misalkan N himpunan dan semua fn-2) tupel dari N = 1.2, 3, ... . o}. Masing-masing

unsur dalam N° mempunyai (0-27 komparen dan masing-masing komponen dapat

dipilih dengan n cara, maks anppota dard N° adalsh #™ . Teorema ini terbukd jika kite
meneplpkan korcspondens] salp-sale antame WY dan honpunen dari pohon berlabel
berlainan dengan n Gitik,

(=) Misalkan T sustu pobon berlabel dengan n titik, dan misalkan W adalah him-
punan dan utik di T berdermgal 1. Susun unsur-unsor dasn W dolam urutat ok
dan misal | adalsh unsur pertama dalam W. Misal 5; 1itik tungeal vang ajasen
ke wy. Kemudian, misal T' adzlah pohon yang dapat menghapis w, dar T, dan
misal W' adalah himpueran titdk berderajat | pada T yang menyusen wrutan
naik. JTika wp wialab untur pértama dalam WE 5 sebagss ik tonggal yang
gjascn ke wa dalam T'. Kita lanpuikan proscs hingga kita dapat (no-2) wapel s dari
ke {a‘. F .t Y & T, 1} yung mepentukan bahwa setiap pohon berlebel
sasial dengan unsur tunggal dalam M°.

{=} Akanditunjukkan bahwa setiap (5-2) lpe] 5 menyatakan pohon berlabel tunggal
dengan n 1k, Jika 5 ='[5, L s,_].,'I kitn nyatakan bahwa

vy unzar pertama dalam N yang bukan dalam s

vy ¢ unsur pertama dalam N-{v|] vang bukan dulam s-§5; }

vy A perlarna dalam N-{vy,ve} yang bukan dalam s-{5,5:1
Kita ulangi proses ini hingga kita peroleh « (i - 1,2, 3, .., 2 3 Kediw sisa
unswr dalyrn N dinyalakan denpan x dan v, Sekarang benluk sebuah graf vang

mempunyai himpunan titkk N unluk sis] diomane (-2 sisi penghubung s, dan v,

|
k




dan sisi pepghubung x dan vy, Graf kemoedian didapat pohon berlabel lungeal
yary sesual dengan 5
¥enwdian korespondensi satu-satu antara N° dan himpunan dan pohan berlabel
berlminan dengan n ik meneniukan bokti teorema

Contoh :

Misulkan kila mendapa 10 tupel dari pohon berlabel T dengan 12 tifk schaga
diperlihatkan pada eambar 3.

Giambar 3

W= 56 7 89 10,011, 12) dan 5 adulah utik ajasen ke wosur pedame dulam W,
Penghapusan Gtk 5 dard T dan sisi penghubung | dan 5 didapat poiwon T° vang mana
W' adalsh kimpunan dan semua ik berdermal 1, susunan dalam vrotan nek, Unsor
pertanwy dalam W* adalah 1, ¢ adalah 4. Kemudian hapus ik 1 dan sisi peng bobang |
dan 4, Ttk periamy berdergjal | delam pohon baru adalzh &, vang mana adalah ajasen
dengan 2. Kemudwn 53 adalah 2. Kita lanjuikan bai vang sarme den tingao behwa g 0 2,
g =4, 5 =3, 37 =3, 5 = 4, dan 55 = 4. Kemudian pohon berlabel T sesuai dengan 10
wpeb{ 14224333344)

Jkas=(14224333344 makan=12danN=1}1.2 34,546,789 10, 11,

12}, Kemudian v; = unsur pertama dalam N yang bukan s, muaka v, = 5, Kemudian vz =



arvsur peclamy dulam N-15) yang bukan s-{ 1}, maka v;—!. [anjulkan kita perokeh vy =
Gova =T v =2 v =B vy =9 vww=10, v -3 danvy=11. Terakhir x 4 duan v-12.
Sekarang bentuk graf dengan himpunan itk W dan sisi penghubung s, dan v, (i= 1, 2
3. ... . 1) dan sisi penghubung x dan y. Gral yvang didapal adalah pohon berlabel dalim
gambar 3,

Pohon berakar dengan label: Dalam graf berakar | titik ditandai sebagai akar,
Uniuk masing-masing dari n* pohon berlabel kiva dapat memiliki i pohan berakar
dengan label, karena salah salu dari n titik dapat dibuat menjadi akar.
Semud pobon berpkar wnluk p=1, 2, dan 3 dibepkan pada Gambar 4.

"N Pohon Berlabel Bebas " | Pohen Berakar dengan [abel !

| * ' ) o S
] 2 1 2
| L L
3 3 3 2 2el
2 | 3 E {1
1 2 1 3 |

2

C. MENGHITUNG FOHON TANPA LABFL

Masalah enumerasi durd pohan tanpa label lebih sulic dan l=hih dikenal dengan

konscp fungsi pembangkil dan partisi,



FUN(S] PEMBANCKIT
Saty dari banvaknva kepunzan peralalan dalam tehnik enumcrasi salsh fungsi
penibangkit. Funpsi pembangkir i(x) dari deret kuasa
Mad = +an %+ %7+ ay x4 {4)
dalem beberapa variabe! pengganti . Kochisten a, dart x* adaluh hilangan yang
diinginkan, yvang bergantung pada kunipalan dar k objek yang dapat dihilung,
Contoh 1:

Dualsrn fungsi pembanghr

142 =E;j+[?]x+[:]x: +[;’]x*+ +[:Jx {53

koehsper dary = baryaknyp diben dan kombinas berbeda dan n ubjek berbeda durndil
k lali dalany satu wakto.
Condoh 2

Pandang fungsi pembanpkit beribot

Q-s¥" =+ x+x? 427+
< k-1t 18}

EHox S

koefisien dari x* dalam (6} diberikan denpan cara menpambil k objek dari n objck
berteda dengan pengulangan tak lecbaas. Perlu dicatal babwia vanabel x odak
rempunyai arh. Kita memperhatikan hanyva koefisionnya.

Fungsi pembangkit digunakan untuk menghitung alat dan discbut juga derct
hitung atau penghitung operast dalam derct permbangkil sederhana das pada operas:

korespondensi pada banzen dan kocficien 5y, 3., 82, ... .

16



FARTISI
Kepunaan lain dar konsep penting pada kombinatork enumerasi wialah partisi
dan bilangan bulel positif Dimana bilanpan bulat posit'f p menyalakan jumilah dari
Bilangan bulai positif
p=A Fd v A +d +--FA,
sedemikian hingga

Azd,zd, zd, 202l 21 (7}

q tupel discbut partisy dan hlangan balar p.

Conoh:

(5.0 IR (I 2R3V 1L 22 010.621 1 1), dang1 111 T}adalah 7 partisi berbeda dari
bilangran bulat 5,

Bilangan bubst £, divebmt bagian dan bilangan partess p. Lebdh unlyng uniuk

memperlihatkan penpulangan bagian dengan anli dan eksponen,

Contoh:

Partisi (2 1 1 1) ditulis sebapai {2 1%}, Parisi dari bilangan bulal p boleh ridak dibatusi
alae boleh mempunyal beberapa pembatasan, sedemikian hingpa Udak ada penpulanpan
dan beberapa bagun {antara Tain A =3 padu (7)), atau tidak ada bagian vang lebih
besar dan k yang diberikan, Danvakaya panisi dan bilingan bulal p yang diberkan

sermg kal berlaku sama dengan fungs: pembang ki,

1'."



Contoh:
Kocfisien dari x* pada polinom
(e x4 x 1+ 2o {12 x7} (8)
memberikan baryaknya partisi, lanpa pengulangan, dari bilangan bulat k = p.
Parig penting bagi kida schab beberaps masalah enumerasi gral dapal

dinyvatakan dalam bentuk masalab-masalah panisi,

FOHON BERAKAR TANFA LABEL

Kembali pada meaghitung pobon, ousal kila rmengingat kembal tentang akar,
pohon lanpa label adalah salu vang mana semus tilk kecuall akar dwsernmikan sama.
Mizal u, banyaknya tanpa kel pohon berakar dar no itk dan misal w, () banyaknya

pebean berakar dan n ik dengan detajst dan akar adalsh tepal me Baka

s, = 3w lm)

Hu]

Beberapa pohon berakar T dar n Gtk den dengan akar B dart m derajat depat

terdini atas m osub pohon berakar, masng-masing menghubungkan ke R artinya sisi

amiasa akar daty R

Catioh:

Pada Gambar 5, 11 vtik, parbon akac terdin dari ermpan sub pahon berakar.

14
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{iambur 5

Pohon berakar terdin dard 4 sub pohon berakar

[h dazlam n tilik pohon T, n-1 ik ddeinbusikon dwniarg mosyb pohon, den T

mriyatakan m bagian partisi dard bilangan o-1. Misalkan bahwa k) adalah banyaknya

gub porhon {dalam T dengan j titik. Maka
by F2kp b 3kt
dan

kp ik +~ks+ ..+ Kk =m

F{o-1 Yk = n-1

%

(1m

Perlu dicatat bahwa persamazn (99 dan | 10 menyalakan m hagian partisi dari

bilangan bulat n-1, yang mana bilangan bulat i terdapat k; kali (¢ 5 k.5 n-11,

Pada CGamibay 5, contoh!

n=1I m=4
k, 1 k;‘l
bhh=ki=ki=ks=...=kpn=

Maka Tk =4 danZjk, 10.

L

bes



Seseorang dapat menyusun u, pohon-pohon berakar berbeds dengan j titik tanpa
label. Dviluar pohon-pohon kita pilih k, pohao-pahon ke bentuk sub pohon dan T,
Karern pobon suma baleh nampak lebih dari sekali sebagai sub pohon dan T, kita
mempunya masalah untuk menemuken banyaknya cara memilih k; objek diluar g, objek

dengan tanpa pembatasan ulangan. Berdasarkan (6], bilangannya adalah

w, vk, | "
, (11}

karcna masing-masing pemilihan dapat membuat berdin sendin, kemungkman bilangan
dari pohon-pohon berbeda untuk parisi khusus adalah

o+ k =),k =1 k-1
”"{*'k‘*""'*”"k[l | ][ 1 Jl ] (12)
TSR K, k. k.,

dimana w (k. Kk, .k, .- k] berurti bangaknya o ek, pohon  berakar
berkoresponsenst ke partisi
R Y (V)
Penjumlahan dan u,[i:,.&,.h.---.k,_,] teckebih semue kemungkinan poastisi

dari o- | menghasilkan bilangan total dari pohon reniang yailo

- £ -1
= 3 E["’:’ ] (13)

vy skary -1 g ol )

Kila mendapal {13} dari perolangan relasi solusi khusus dari beberapa masalah
kombinatorial. Diberikan u,, banyaknya akar pobon tanpa label dard nourik, pada suky
dars wy, wp. ug . .. g Ounaksn relasi yntok, membuat abe] pumerik lanpgkah demi

langkah bentuk.

10
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Canok;

Milai wy, prorlamia kite tentukan sermus parisi dan bilangan bulat 3, yaitu (3], {4

1}, dan {§ 1 1} Jumdah masing-masing suku yang menyokoty pactisi adalah

— - — —I
Hl:[ujn 1J+[u,+| 1]+[u,+1 I]+[u1+3 IJ=4
L 1 i A

Mengan cara yang sama, milal w kita percleh dan bilangan bulst 4 yang
miernpunyd lima partes yang berbeda, dan o adalah (43, (3 10,422 (2 L 1) danil | 1
13, Bamyaknya pubon berakar yang berkorespondeéns: masing-masing dengan 5 partisy
didapal dengan meenggunakan (12), asil jendah 1y adalah

Cnp -+ 3 (41 w, + 17
u, = + u, + |+, +m,
7l 4 30 I N
=l+i+1+2+4=9

dan scterusnys. Pada Ganbar 6, semua akas, pehon-pohon tanpa label dan satu, dun,

liga dan empat titik yang diperlihatkan.



. v::ik/\v

Puhon berukar tanpa label dengan ), 2. 3. dan 4 ik

Neret hitung untuk U, - umtuk mempersingkat beberapa perhilungan yang sulit
dan u,, kita can derel hitunyg (anlara lain fungsi permbangkit) o x), dengat

3
WEp=u X+ x4 g b

uox" (14

=
a-1
-’

=r E"" x™!

substtusi (137 ke dalam (14) dan substitws n- | dengan partisi dari {‘?} sehinges berlahw

L ul + II:I —.I.\I\I ll “! i &] _1 !*J u"_| +k_.r.| - .I.\\ ILE R
wlr)=2y, 3 [ . J.r [ t, ]x - JI

L ER I L TTRF R T |

(15]
Telil bakwa setipp barisan bilangan bulat positil owembeniuk partisi dan

beberapa bilangan halat, {15} dapal diatur scbagal

o fgl B

(16}



Subsiitus slentitas

i-x")" i[.ﬂﬂ-l} .y

Jrid

dulum (16} didapal detel hilung yang diinginkan, yailu
a{xy= sl -y -2 -2

=Iﬁ{l—x']_k' o

10 suku perlama pada deret {17 adalah
ufxh=x+ o' + 20+ A + O + 200° + 487 4 115x° + 286x° 4 Nox'" +
{17-a)
Fungs pembangkit dar wx) dapal dinvalakan ke dalam sebuah bertuk altematif
scbaga borikout;

Dengan logariirma asli dan kedus sisi persamaan{ 17), didapat

I:nu{x]l=]nx—iur Inilhx'}

ray

=l|'|:|r+iu',i:xji
fn.x+z Eu "

=] rr\--l

=t x +E—_u[:¢'j

selanjutnya

i:uu'm
Hixl=xe 1]

Mendupatkan fungsi pembangkit untuk pohon tak berlabel dan pohon berakar

lanpa label, dapat melihat scbuah pobon yang merupakan gabungan duri sub pohon

bl
— )



berakur dari beberapa macam Gtk pusat yang berbeda dan semua Gtk lam pada pobon.

Uintuk hal imi kita skan menggunakan konsep tik pusal dari pada sebuah pohon,

SENTROID

Dalam pohon T, pada sebarang tilik v dari derajal 4, terdapal d sub pobon
denpan harya v titik. Berat dan masing-masmg sub pohon pada v didefinsikan sebagai
banwaknya jumlzh batang dari sub pohon. Maka berat dari ik v didefinisikan schagal
berat dari sub pohon terberat pada v Sebuh 1itik dengan berat terkecil pada pohon T
dusebast septroed dan T,

Pada suatu kasws dan pusal sebuah pohon dapal diperlihatian babwa setiap
pohon mernrlikl suato semiroid alaoe 2 seniroid yYang berbatasan, Dapal juga dipechhatkan
behwa pabon vang memiliki 2 sentroid, semitoidnya alasen. Pada panbar 7 sebuah
pehon dengan | sentroid (disebut pobon ssnimidal) dan pehon dengan 2 serdnos
(dischul  pohon  basentrowalp. Scoirokd  diperlibatkan dengan sebush tilik yang

diling kari, dan bilangan selanjuinya menyalakan berat.

6 Iﬁ
- 3

Pahon Scntroid

24



7

Pohon Bisenirod

Clambar 7

FOHON TANPFA LABEL BREBAS
Migal 1'{x)} derel hilung wniuk pobon seomoid duan U7} derct hilung untuk
pohwon bisentrowd, maka ((x) deret hitung uniuk semua pohon., merupakan junlah dari
keduanya Jadi
L{%) = Cix) + 17{x) {19
Lintuk: 17'{x}. can bahwa sebuah pohon bisentroid dengan otk dapat dipendung
terdin dari 2 pohon berakar masing-masing dengan w} = m tik, dan dihubungkan pada
akar dengan scbuah sisi (pohon bisentroid sclalu mempunyai Gtk yang begumlah

genap). Kemudian banyakaya pohon bisentroid dengan n - 2m ritik diberikan oleh

- =[H.+] e e, +1)
L3 i

dan kermudian

) i balin +1) 2

2=
e =4 Y 41 e ¥ (20)

w1

= J!-ulir! }4- J;'Z{"-I- F

]



Banyaknya Llitik, n. pada pohon seniroid dapal panjll alau genap. Jika n adalah
- granjil, beral maksimal scntrokd dapal dimiliki yaitu Y(n- 13, Maksimum hanya dicapal
jika pohon ada pada hapian n-] sizi. Keadaan lin, jka o genap dan pohon sentroid,
heral maksimeun dard sentrodd vang dimiliki kemungkinan %(n-2). Maksimum dicapa
ketika derajat dan sentreid 3, dan suluh gary sub pobon lerdapal hanya pada sate sisi,
K.cmudian, pandang n adalsh ganjil staw genap, hal ind jelas bahwa n ik, paham
sontroid daput dipandang schagai komposisi dar beberapa pohon berabar, akor pada
sentrodd dan t2k tordapal pohon berakar dapal memadik; lebih dan [(n-1)¢2] sisi, dimana
L) dinctasikan bilangan bulat torbesar dan tidak lebih besar dari %, Pada beberapa

observasy, melihatkan manipu b dan persarnaan (18} Perhatikan persarmnaan berkut;

1{x) = u{xj—l:u’{xj—ifi{u_r'}! (213

Jumlah (207 dan {21}, kita ambi]l derct hitung 1erteniu:
£ {x) 7 a ) - M2ux)ux {22)
Relasi ini. memberikan deret hitung pohbon datam suku darf deret hitung pohon berakar,

periama kall diperoleh obeh Richard Oiter pada 1948 dan diketabin sebapat ramuos (Hier.

10 subkw pertama dart (22) adalak

Ui=x+x +x'+ 0t + 3 6 - 11+ 23x + A - 106! -

Eﬁ



BAB IV

KESIMFPULAN

a.  Tipe-tipe enumerasi lergolong dalam 2 kalegon yailu:

1. Menghitung banyaknya graf berarah dori lipe-lipe tertentu,
2, Mcnghitung banyaknya grafl bagian dan tipe-tipe khwas yang diberikan graf G,
sedemikian hingga bumyaknya lintssan sisi tak lerhubung dengan panjng k

antara Itk a dan b dalam G

i =10
. Banysknya gral berlabe] sederhana dengan p Ltk dan ¢ sisi adalah  F :
. J

LI ]

. Bmwyakjl}raglﬂfhrluhtlsedcrha:mdmintilikndﬂlﬂiz i

. Banyaknya pobon berlabel dengan ntitik dimana n 2 2 adalah o™

- Fung$ pembangkit fx) dam deret kuasa

flup=a, ~a, 8 18:% + ...
Malam beberapa variabe] pengganti x. Koefisicn & dari x* adalah bilangan yang
didinginkar, vang berpantung pada kumpulan dark k objek viang dapal dibitang.
Partisi dan bilangan bulat p adelah jumnlah dan bilangan bulat posttif
Py c Azt Ryt Ay bty
sedemikian hingga
Mzhrzhyzhe . 2h 2|

g tupel.
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Banyzkmya pohon becgkar tanpa label dari n titik adalah o, dimana

. = Z E[HJ +:,—1]

furis dusa-| -] 1
Derer hitung untok u, adalah wix) = x ]_] l:l -x' ]J'_H' .
ra1

Sentroid dar T adalah scbuah ritik dengan berat terkeci] pada pohon T.

Derel utung untuk sermua pohon adalah 1(x) = oix) - ¥4 u{x) w3
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